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We prove that the Mathieu groups kf,, and kfSz occur as Galois groups 
over Q(f). Moreover, we construct a polynomial f(t, ,Y)EQ(~)[X] with 
Gal(f(& ~))sv Ml2 and compute specializations C-T e Q such that Gal(f(r, x))z 
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Nach [4] und [5] ist die Mathieugruppe J4rI die einzige primitive Per- 
mutationsgruppe vom Grad d < 16, die bisher nicht als GaIoisgruppe iiber 
Q nachgewiesen werden konnte, sondern nur tiber quadratischen 
Erweiterungskorpern von Q (siehe hierzu [2] und [3]). Dieses 
Desideratum wird in dieser Arbeit vorgestellt. Der Existenzbeweis gelingt 
durch die Konstruktion einer ~~~-Erweiterung tiber Q(l), fur die der 
Fixkorper einer zur MI, isomorphen Untergruppe ein rationaler 
Funktionenkorper Q(x) ist. Da das Minimalpolynom f(f, X) o Q(I)[X] 
von x iiber Q(f) berechnet werden kann, gelangt man msgesamt zu den 
folgenden Resultaten: 
RESULTAT 1. Die ~u~hjeugruppen Ml, und kflz sind ak Galoi~gruppen 
iiber Q(t) und Q re&ierbar. 
RESJLTAT 2. Die Galoisgruppe des PoIynoms 
64l~23l2.4 
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aus Q(r)[X] ist isomorph zu MI?. Speziaiisiert man hierin t zu T cz Z mit 
so ist die GaZo~sgruppe von f( T, X) g Q [A’] isamorph zu M,2. 
I. II&E GRUNDLAGEN 
In den Arbeiten [2] - [5] basiert die Konstruktion von Funktionenkor- 
pern mit vorgegebener Galoisgruppe G iiber einem rationalen 
Funktionenkorper k(l) stets auf der Berechnung geeigneter Klassenzahlen 
von Erzeugendensystemen von G modulo Inn(G). Die fur diese Arbeit 
notigen Begriffe und Satze stellen wir hier nochmals zusammen: Ein s- 
Tupel (J = (C, ,..., C3) von Konjugiertenklassen Ci von G heil3t 
Klassenstruktur von G, und die Vereinigung der primitiven Potenzen von (.X 
hei& (feine) Verzwe~gungsstruktur von G: 
Ein Erzeugendensystem (c, ,..., Go) E tX* von G mit c, * * * cs = r nennen wir 
hier kurz (zulassiges) ~$ze~ge~~e~~~~fe~ uo~ G aus &* und bezeichnen 
dessen Klasse modulo Inn(G) mit [cr ,..., ~~1. Die Menge dieser Konjugier- 
tenklassen der Erzeugendensysteme von G aus tX* bezeichnen wir mit 
3i(&*), und ii sei ihre Elementanzahl. Der folgende Satz ist ein 
Spezialfall von Satz 5.2 in [4]: 
SAXZ A. Es seien G eine Gruppe mit trivialem Zentrum und C* eine 
Verzweigungsstruktur uon G mit ?((I*) = 1. Dann gibt es einen 
Erweiterungskarper k/C!! vom Grad (k: Q) < 1 und eine Galoiserweiterung 
N/k(t) mit der Galoisgruppe G und der Verzweigungsstruktur 6*, die in 
vorgegebenen s ~rimdivisaren pi E P(k( t)/k) uom Restkl~sengrad eins 
verzweigt ist. 
Fiir die nachfolgende Konstruktion von Galoiserweiterungen mit den 
Gruppen MIZ und M,, tiber Q benotigen wir weitergehende Hilfsmittel. 
Dazu seien E eine algebraisch abgeschlossene Hiille von k, 
LL=Aut(&(t)/&)=PGLZ(&) und ~(~(~)/~) die abstrakte Riemannsche 
Flache von E(f). Eine Untergruppe V von 
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d.h. derjenigen Untergruppe der symmetrischen Gruppe S$, die die 
Verzweigungsstruktur (X* von G festlaBt, heil3t aIs Gruppe topologischer 
Automorphismen von k(t) vom Grad s darstellbar, wenn es eine Teilmenge 
.?-$ = {@, ,..., $jA} von p(fi(l)/&) gibt, so da0 das Bild der Gruppe 
unter der Permutationsdarstellung 
mit ~(l?~) = @v(i) die volie Gruppe I’ ist. Im Falle s = 3 gilt sogar 
fur alle Y<Aut(&*). Nach den Ausfiihrungen in den Abschnitten 3 von 
[4] bzw. 6 von [5] operiert dann I’< ,Sj iiber diesen Isomorphismus auf 
s’( 6 * ) vermoge 
dE(J,T g29 @xl)= L@2,037 g,l fur ~=(123)~ 
4lIc17 g27 c31)= t-qq$qx* Cl, c31 fur u=(l2) 
(siehe [4], Zusatz 3.5 bzw. [5], Zusatz 6.3). Bezeichnet man die Anzahl 
der Bahnen von s’((X*) unter dieser Operation von I’ mit p( I’((X*)), so gilt 
der folgende Satz: 
SAT-Z B. Es seien G eine Gruppe mit trivialem Zentrum und 
(I* = (Cl, C2, C3)* eine Verzweigungsstruktur von G mit ?( V(P)) = 1 fur 
V < Aut((X* ). Dann gibt es einen Er~?eiterungsk~rper k/Q vom Grad 
(k: 42) < 1 und eine Galoiserweiterung N/k(t) mit der Galoisgruppe G und der 
Ver~weigungsstruktur 6*. Dabei sind die in ~/k(t) uerzweigten Primdivisoren 
pj E ~(k(t)~k) Teiler uon Divisoren, deren Anzahl bzw. Grade der Anzahl der 
Transitivitatsgebiete van V bzw. deren Langen entsprechen. 
Sate B ergibt sich aus Zusatz 5.5 in [4] und ist such als Spezialfall von 
Satz 6.5 mit Zusatz 6.6 in [5] enthalten. 
II, DER EXISTENZBEWEIS 
Die Gruppe M,z besitzt als Permutationsgruppe vom Grad 12 genau 
eine Konjugiertenklasse CdA von Doppel-Viererzyklen und genau eine 
Konjugiertenklasse C,OA von Elementen der Ordnung 10, bestehend jeweils 
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aus einem Zehnerzyklus und einer Transposition (siehe z.B. [I I). Da alle 
primitiven Potenzen der Klassenstruktur 6 = (CaA, Cd,*, CIO,.,) mit ihr 
~bereinstimmen, sind 6* = 6 und Aut(&*) = (( 12)). 
BEMERKUNG 1, Fur die Verzweigungsstruktur &* = ( C4,4, Cd,., , Cr0,4 )* 
der Mathieugruppe ME7 und V = (( 12)) gehen 
?(K*) = 2, P( v(K*)) = 1. 
Der Beweis zu Bemerkung 1 wird zweckm33ig mit einem Computer 
gefiihrt. Nach Sate B ergibt sich hieraus: 
BEMERKUNG 2. Es gibt eine Galoiserweiterung N/Q(t) mit der 
Ga~oisgruppe MI2 und der Ver~~~e~gungs.struktur 6* = (CeA, C4A, CjOA)*. 
Dabei hat der in N/Q(t) mit der Ver~weigangsordnu~g 10 verzweigte Prim- 
divisor p I 6 p( Q( t )/Q! ) den Restklassengrad eins. 
Die verwendete Pe~utationsdarstellung der M,z ergibt sich durch die 
Operation der MI2 auf den Nebenklassen einer maximalen Untergruppe 
vom Index 12. L/Q(I) sei der Fixkorper einer solchen Untergruppe in 
N/Q(t), und 15 bzw. R seien die Konstantenerweiterungen von L bzw. N 
mit 63. Dann sind in Lag drei Primdivisoren j?ij & ~(~(z)/~) von der 
Form 
verzweigt, was man unmittelbar aus der Permutationsdarstellung der 
Elemente aus C4,., bzw. C,OA ablesen kann, da diese Tr~gheitsgrup~n von 
E@(f) erzeugen. Also ist der Grad der Differente von L,@(f) gleich 22, 
woraus mit der Hurwitzschen Relativgeschlechtsformef folgt, dab die 
Geschlechter von ,? und L Null sind. Da such in L/Q(f) 
gilt, besitzt L/Q Primdivisoren vom Restklassengrad eins und ist damit ein 
rationaler Funktionenk~rper: L = Q(x). Wegen Gab N/L) % 44, j gih daher: 
BEMERKUNG 3. Es gibt eine Galoiserweiterung N/Q(x) mit der 
Ga~oisgruppe M, , . Die Ver~~eigungsstruktur von N/Q{x) ist c* = 
@‘Cuv c5.4J*. 
Beweis. Nach obigem ist nur noch die Verzweigungsstruktur von 
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N/Q(x) zu berechnen. Diese ergibt sich durch Aneinanderreihung der 9 
Konjugiertenklassen von Erzeugenden der Trtigheitsgruppen gewisser 
Primteiler qiJs p(N/Q) der !BjJ~ p(L/Q) fur (i,j) mit 1 <iG 2, 3 <.j< 6, 
und (i,j)= (3, 2). 1 
Das Resultat 1 folgt nun aus den Bemerkungen 2 und 3 zusammen mit 
dem Hilbertschen Irreduzibilit~tssatz. 
Gal(~/~(x)) ist wegen s = 9 und Out(M,, ) = 1 eine GAR-Realisierung 
iiber Q der Gruppe M,, (im Sinne von [6]). Dagegen ist Gal(N/Q(l)) 
keine GAR-Realisierung iiber Q der M,l, da Aut(MJ keine Untergruppe 
von Aut(N/Q) ist; eine solche wurde aber schon durch die in [5] 
angegebene MIZ-Erweiterung tiber Q!(l) mit der Verzweigungsstruktur 
tX* = (CjA, C3A, ChA)* konstruiert. 
III. Dm KONSTRUKTION DES POLYNOMS 
Die Galoisgruppe Gal(@r)/Q(!)) permutiert die beiden in n/a(f) 
verzweigten Primdivisoren lLi 1 und &, dies folgt aus t((X*) = 2 und 
?( I’(&*)) = 1 fiir v= (( 12)). Der Primdivisor q E P(Q(t)/Q) vom - - 
Restklassengrad 2, der sich nach der Konstantenerweiterung mit 0 in p, p2 
aufspaltet, zerfgllt also uber einem quadratis~hen Erweiterungsk~rper 
k = Q(a) mit d2 = dc Q in zwei Faktoren: q = p, p2, weiter bezeichnen wir 
die Fortsetzung von p3 auf k(f) such mit p3. Dann wird durch die Divisor- 
darstellungen 
die erzeugende Funktion 8 van ~(~)/~ bis auf ein skalares Vielfaches 
festlegt. 
Die Primdivisoren p; sind in M/k(l) wie folgt zerlegt: 
pi= q‘iq, deg(Q) = 2, deg(%;) = 4 fur i= 1,2, 
P3 = %y3-J;v @#Pm) = 1, de&W = 1. 
Dabei brauchen die Divisoren Qi und !Rj keine Primdivisoren zu sein, aber 
es sind sowohl Q, und Z& als such %, und !l?* jeweils in kL/L konjugiert. 
Wegen g(L) = 0 existiert eine Funktion x e L < kL mit 
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und diese ist hierdurch bis auf einen Faktor [ e Q bestimmt. Weiter gibt es 
Polynome 
Bezeichnet man fur f(X) E k[ X] mit y(X) dasjenige Polynom, das aus j(X) 
durch koeffizientenweise Anwendung des erzeugenden Automorphismus 
von GaI(k/Q) entsteht. so gelten weiter 
Da mit diesen Bezeichnungen 
gelten, existieren Zahlen 6, E E k mit 
&( l -t- c5) “3 = q(x)4 r(x), ~(~-~)-K2=~(x~4~(-K), 
woraus zumichst 8 = z c Q und dann durch Elimination von ? 
folgen. Da x iiber k transzendent ist, erhglt man in k[X] die Polynomiden- 
titgt 
mit q = ~8. Subtrahiert man nun das &X-fache der nach X differenzierten 
Gleichung (2) von (2) und beachtet man die Teilerfremdheit von q(X) und 
q(X) in der dann entstehenden Polynomgleichung, so folgen hieraus 
lOq(~)3=4~‘(~)~(~)~+~(~)~(~~~-2~(~)~~~) 
und die zu (3) in k[X]/Q[X] konjugierte Gleichung. 
(3) 
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Durch Koehizientenvergleich ergibt sich dann ein nichtlineares 
Gleichungssystem mit den folgenden 6 Gleichungen 
den dazu in k/Q konjugierten Gleichungen und 
Letztere Gleichung kann hinzugefiigt werden, da durch geeignete Wahl des 
noch freien Parameters t l Q erreicht werden kann, dal3 die Spur si des 
Polynoms q(X) q(X) E Q[.Y] den Wert s, = 6 hat. (Im Falle s, = 0 gibt es 
nur Losungen des Gleichungssystems mit q(x) = 4(x2) und r(x) = ?(x2); 
dann ist Q(x)/Q(f) eine imprimitive Korpererweiterung im Gegensatz zu 
L/Q(l).) Dieses nichtlineare Gleichungssystem aus 13 Gleichungen mit 12 
Unbestimmten vom formalen Grad 26244 besitzt genau ein Paar konjugier- 
ter Losungen in einem quadratischen Erweiterungskorper von Q, dieses 
wurde von G. Malle mit Hilfe einer modularen Version des Buch- 
bergerschen Verfahrens berechnet (siehe hierzu [7]). Die Losung lautet mit 
e= k/5, 
u,=3-$6, uo= -&e, 
p3 = 8 + ye, p2=30+Fe, p, =2p+xp, po=g. 
In der aus (1) folgenden Gleichung 
2ctx2 = q(x)4 r(x) + f!j(~)~ F(x) 
kann wegen s e Cl noch .st durch t ersetzt werden, da t bisher nur bis auf ein 
skalares Vielfaches festgelegt war. Dann ist x6 L eine Nullstelle des 
Polynoms 
f(t, x) = +(q(X)4 r(X) + cj(Q4 F(X)) - t-X2, 
dessen Koeffizienten sich aus obiger Losung des nichtlinearen 
Gleichungssystems ergeben. Damit ist das Polynom aus Resultat 2 
konstruiert. 
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SPEZIALISIERUNGEN vo~f(f, X) 
Spezialisiert man im Polynom 
g(l,x):=512f l,; EZ[l,X] 
c ) 
die Variable r zu r = 1, so besitzt g( 1, X) die folgenden Primfaktor- 
zerlegungen modulo JI: 
g(l,X)=(X’j+X4+X2+X+l)2mod2, (4) 
g(l,X)=X2(X2+X+2)(J?+p+2X5+2X4+2X2+X+l)mod3, (5) 
g(l,X)=(X+l)(X+5)(X5+7X4+X3+6X2+5X+3) 
(X5 + l&f4 + 2X2 + 7X+ 1) mod 11, (61 
Da die Galoisgruppe von g( 1, X) isomorph zu einer Untergruppe der II~,~ 
ist und nach (4)-(6) Elemente mit den Permutationstypen (6)2, ( 1)2 (2) 
(8), (1)2 (5)* enthalt, ist Gal(g(1, X))gM12 (vergleiche hierzu Abschnitt 4 
in [3]). Dieses Resultat bleibt offenbar fur alle r E Z mit T = 1 mod 66 
richtig, also ist such 
Zusatz bei der Korrekfur. Zerlegt man das Polynomf( f, I’) aus dem Resuhat 2 inf(f, X) = 
/I(,%‘) - tJ%‘z, so besitzt das Polynom 
eine zu M,, isomorphe Galoisgruppe. Der Beweis hierzu sowie Spezialisierungen von x zu 
<e Q mit Gal(f,(& X)) z M,, sind in dem Aufsatz “Polynome mit der Galoisgruppe M,t iiber 
Q” der beiden Autoren zu fmden (erscheint demnachst). 
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